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Résumé

Nous proposons un nouvel algorithme pour la synthèse de contrôleur garantissant
l'accessibilité dans les réseaux de Petri temporels (TPN) ainsi que dans leur extension
paramétrée (PTPN). Nous considérons une sémantique atypique pour les réseaux de Petri,
dans laquelle la date de tir d'une transition est choisie dans son intervalle statique au mo-
ment où elle devient sensibilisée. Cette sémantique est motivée i) par une considération
pratique : elle tend à approcher l'implémentation d'un contrôleur temps-réel ; ii) par une
préoccupation théorique : elle garantit que dans le graphe de classes d'états (SCG) [6],
tout état d'une classe d'états est un état atteignable dans le PTPN, ce qui n'est pas le cas
dans la sémantique habituelle basée sur les intervalles. Nous dé�nissons un nouveau type
de jeu temporisé à deux joueurs sur le SCG a�n de calculer e�cacement et symbolique-
ment les états gagnants et les paramètres à l'aide des classes d'états. Cette approche est
implémentée dans le logiciel Roméo [18]. Nous l'illustrons par un petit cas d'étude.

1 Introduction

Les systèmes réactifs permettent à de multiples composantes d'interagir ensemble et avec
l'environnement. A�n de garantir leur fonctionnement correct, des contrôleurs sont utilisés
pour limiter leur comportement. Il s'agit alors de modéliser l'interaction entre un contrôleur et
son environnement à l'aide d'actions contrôlables et non contrôlables (des transitions dans notre
cas). La théorie du contrôle a d'abord été dé�nie pour les systèmes à évènements discrets dans
[20], puis étendue à divers modèles. Le problème de contrôle consiste à concevoir un contrôleur
qui garantit qu'une spéci�cation est valide, quelle que soit l'action de l'environnement, c'est-à-
dire que le système se comporte correctement par rapport à des propriétés. Parmi les propriétés
de base, on trouve l'atteignabilité et son dual, la sûreté. Étant donné un état du système, le
problème d'atteignabilité consiste à décider si cet état est atteignable à chaque exécution.

Jeux temporisés et réseaux de Petri temporels paramétrés pour le contrôle Les jeux
sur les graphes [21] constituent un cadre classique et e�cace pour la synthèse de contrôleurs dans
les systèmes réactifs. Cependant, nombre de ces systèmes ont de fortes exigences temporelles
et doivent être modélisés à l'aide de formalismes temporels tels que les automates temporisés
(TAs) [1] ou encore les réseaux de Petri temporels (TPNs) [6, 8]. Cela conduit à l'étude théorique
des jeux temporisés [19]. Des algorithmes e�caces basés sur des horloges et utilisant ce que l'on
appelle les zones pour représenter l'espace d'états ont été élaborés. Ils sont implémentés, par
exemple dans le logiciel de référence Uppaal-Tiga [4] ou le logiciel Roméo [18], où les TPNs y
sont même étendus pour prendre en compte les paramètres temporels [16]. L'algorithme basé
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sur les zones d'horloges est cependant confronté à un problème de terminaison qui peut être
résolu par une opération d'extrapolation/approximation amenant de nouvelles problématiques.

La sémantique classique des TPNs n'est pas celle des � horloges explicites � de [12], mais
plutôt la sémantique basée sur les intervalles de [6, 8]. Cette dernière sémantique conduit
naturellement à un type d'abstraction di�érent appelé classes d'états, qui présente certains
avantages. En particulier, aucune utilisation d'opération d'extrapolation/approximation n'est
nécessaire pour assurer la terminaison. Le problème de contrôle des TPNs a ainsi été étudié
à l'aide de di�érentes approches dans [13, 3, 17]. Les preuves, omises ici pour des raisons de
place, peuvent être trouvées dans [17] que nous étendons au cas paramétré.

En e�et, une connaissance complète des données temporelles du système n'est pas toujours
possible dans les premières phases de conception et de synthèse du contrôleur. Les automates
temporisés paramétrés [2] et les réseaux de Petri temporels paramétrés [22] étendent respective-
ment les TAs et les TPNs pour s'a�ranchir de ces limites. La notion de jeu temporisé est aussi
étendue aux paramètres [15] pour résoudre le problème suivant : � Existe-t-il des valeurs des
paramètres telles qu'il existe un contrôleur garantissant un objectif d'accessibilité quelle que
soit l'évolution de l'environnement ? Si oui, synthétiser ces valeurs et le contrôleur associé. �
L'approche est basée sur des zones paramétrées et un algorithme en arrière.

Implémentation du contrôleur Implémenter un contrôleur temporisé sur une cible
matérielle telle qu'un microcontrôleur n'est pas une opération triviale. Si une action contrôlable
doit être exécutée après une durée d'attente comprise dans un intervalle de temps [a, b], il est
nécessaire de choisir d'abord une durée d dans cet intervalle et ensuite d'entrer en attente non
active, ce qui est généralement réalisé en utilisant un timer de durée d qui déclenchera une
interruption. Le programme associé à cette interruption exécute alors l'action contrôlable. Si
une action de l'environnement se produit entre temps et nécessite une modi�cation de la durée
d, alors le contrôleur doit avoir la capacité de changer la valeur du timer. C'est ce qui est
implicitement considéré dans des travaux sur la synthèse de contrôleurs temporisés pour les
TPNs et automates temporisés dont le calcul est basé sur un algorithme � en arrière � et sur
les horloges [19, 9, 11]. Cette réévaluation implicite des durées d'attente rend l'implémentation
du contrôleur di�cile (à moins d'utiliser l'attente active, le polling, ce qui n'est pas acceptable
dans un contexte temps réel) En e�et, on ne sait pas a priori quelles actions doivent entraîner
la réévaluation des durées.

Contribution Nous proposons une sémantique atypique des réseaux de Petri temporels dans
laquelle la date de tir d'une transition est choisie lorsqu'elle est sensibilisée. Cette sémantique
est motivée par un aspect pratique : approcher l'implémentation d'un contrôleur temps réel.
Le choix de la valeur du timer doit être fait dès que la transition contrôlable est sensibilisée.
Si la valeur doit être réévaluée, le réseau de Petri doit le modéliser explicitement. Une autre
motivation est théorique : une correspondance étroite entre cette sémantique et la construction
du graphe de classes d'états (SCG) [6, 8]. Elle garantit que dans le SCG, chaque état de chaque
classe d'états est réellement un état accessible du réseau de Petri, ce qui n'est pas le cas avec
la sémantique usuelle par intervalles. Cette sémantique a déjà été étudiée dans [7], motivée par
l'utilisation de dates de tir dynamiques, qui peuvent être réévaluées à chaque tir de transition.

Nous étendons cette sémantique avec des paramètres temporels pour dé�nir la classe des
PTPNs. Un nouveau type de jeu temporisé basé sur les PTPNs est dé�ni et nous montrons
comment calculer e�cacement et symboliquement les états gagnants à l'aide des classes d'états.
Notre méthode calcule en arrière les états gagnant sur le SCG en utilisant des opérations de
prédécesseurs pour diviser les classes d'états. Cette approche, implémentée dans le logiciel
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Roméo [18], est appliquée à un petit cas d'étude.
L'article est organisé comme suit : la Section 2 présente notre nouvelle sémantique des

PTPNs et fournit les dé�nitions nécessaires pour la construction du jeu à deux joueurs sur le
SCG, la Section 3 décrit le calcul des états gagnants pour le contrôleur, conduisant à la stratégie
et la Section 4 applique notre approche à un cas d'étude. Nous concluons en Section 5.

2 Dé�nitions

2.1 Préliminaires

On désigne l'ensemble des entiers naturels (y compris 0) par N et l'ensemble des nombres réels
par R. On note R≥0 l'ensemble des nombres réels positifs ou nuls. Pour n ∈ N, on désigne
par J0, nK l'ensemble {i ∈ N | i ≤ n}. Soit un ensemble �ni X, on note sa taille |X|. Étant
donné un ensemble X, nous désignons par I(X), l'ensemble des intervalles réels non vides et
non nécessairement bornés, dont les extrémités se trouvent dans X. On dit qu'un intervalle I
est positif ou nul si I ⊆ R≥0.

Soient V et X des ensembles, une V -valuation (ou simplement valuation quand V est clair
par le contexte) de X est une fonction de X dans V . On note par V X l'ensemble des V -
valuations de X. Lorsque X est �ni, étant donné un ordre arbitraire �xé sur X, nous consid-
érerons souvent les V -valuations comme des vecteurs de V |X| de manière équivalente.

2.2 Réseaux de Petri temporels

Un réseau de Petri temporel (TPN) est un réseau de Petri avec des intervalles de temps associés
à chacune de ses transitions. Nous proposons une sémantique légèrement di�érente de celle
communément utilisée, dans laquelle les dates de tirs sont décidées au moment où la transition
est nouvellement sensibilisée. Les PTPNs en sont une extension dans lesquels les bornes des
intervalles des transitions peuvent être des paramètres.

Dé�nition 1 (Réseau de Petri temporel paramétré). Un réseau de Petri temporel paramétré
(PTPN) est un tuple N = (P, T, Pa, F, Is) dans lequel : P est un ensemble �ni non vide de
places, T est un ensemble �ni de transitions, tel que T ∩ P = ∅, Pa est un ensemble �ni
de paramètres tels que ∀q ∈ Pa, q ∈ R, F : (P × T ) ∪ (T × P ) est une relation de �ot,
Is : T → I(N ∪ Pa) est la fonction d' intervalle statique.

Les places d'un réseau de Petri peuvent contenir des jetons. Un marquage est alors générale-
ment un N-valuation de P donnant le nombre de jetons dans chaque place.

On suppose que T contient au moins une transition tinit et P au moins une place p0 tel que
(p0, tinit) ∈ F , Is(tinit) = [0, 0], pour tout p ∈ P \ {p0}, (p, tinit) ̸∈ F et pour tout t ∈ T \ {tinit},
(p0, t) ̸∈ F . On suppose aussi que pour tout t ∈ T , il existe p ∈ P telle que (p, t) ∈ F .

Remarque 1. Dans la suite, nous ne considérons que des réseaux saufs, c'est-à-dire des réseaux
dans lesquels il y a toujours au plus 1 jeton dans chaque place et où tous les arcs ont un poids de
1. Tous les développements suivants peuvent être généralisés sans di�culté à des dynamiques
discrètes plus complexes, à condition que le réseau reste borné, c.-à-d. qu'il existe une constante
K telle que toutes les places ne contiennent jamais plus de K jetons. Cette restriction est
appropriée puisque le problème de contrôle est indécidable pour les TPN non bornés.

Nous dé�nissons donc un marquage comme l'ensemble de places de P contenant un jeton
On dit que ces places sont marquées.
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Généralement, on dé�nit un marquage initial pour le réseau. Sans perte de généralité, nous
considérons ici que toutes les places sont initialement vides sauf p0 qui est marquée. Une
transition immédiate tinit met en place le marquage initial. Par construction, tant qu'elle n'a
pas été tirée, aucune autre transition ne peut être tirée.

Étant donné une transition t, nous dé�nissons les ensembles de ses places d'entrée Pre(t) =
{p | (p, t) ∈ F} et de ses places de sortie Post(t) = {p | (t, p) ∈ F}.

Dé�nition 2 (Transitions sensibilisées et persistantes). Une transition t est dite sensibilisée
par un marquage m si toutes ses places d'entrée sont marquées : Pre(t) ⊆ m. Une transition
t est dite persistante pendant le tir d'une transition t′ à partir d'un marquage m si elle n'est
pas tirée et toujours sensibilisée quand on retire les jetons des places d'entrée de t′ : t ̸= t′

et Pre(t) ⊆ m \ Pre(t′). On dit que t est nouvellement sensibilisée en tirant t′ depuis m, si t
est sensibilisée après le tir de t′, mais non persistante. Nous désignons par en(m), pers(m, t)
et newen(m, t) resp. les ensembles de transitions sensibilisées, persistantes et nouvellement
sensibilisées.

Remarque 2. La dé�nition des transitions nouvellement sensibilisées utilise une politique de
réinitialisation dans laquelle chaque transition dont un jeton d'entrée est pris par Pre(t′) est
considérée nouvellement sensibilisée, même si elle est sensibilisée à nouveau après avoir remis
en place les jetons de Post(t′). Et en particulier la transition tirée elle-même est toujours con-
sidérée comme nouvellement sensibilisée. Il s'agit de la politique de mémoire classique appelée
sémantique intermédiaire, voir [5] pour des détails et une comparaison entre sémantiques.

Dé�nition 3 (États et sémantique d'un PTPN). Un état d'un PTPN est un triplet s =
(m, θ, vp) avec m ⊆ P un marquage, vp une valuation des paramètres et θ : T → R≥0 ∪ {⊥}
une fonction qui associe une date de tir à chaque transition t sensibilisé par le marquage m
(t ∈ en(m)) et ⊥ à toutes les autres transitions. Pour chaque valuation θ sur les transitions, on
note tr(θ) l'ensemble des transitions t telles que θ(t) ̸= ⊥. On utilisera θi pour désigner θ(ti).

La sémantique d'un PTPN est un système de transitions temporisé (S, s0,Σ,→) avec : S
l'ensemble des états possibles ; dont un état initial s0 = ({p0}, θ0, vp) ∈ S avec θ0(tinit) = 0,
et ∀t ̸= tinit, θ0(t) = ⊥ ; un alphabet d'étiquetage Σ divisé en deux types de lettres : tf ∈ T et

d ∈ R≥0, la relation de transition entre états −→⊆ S × Σ× S et, (s, a, s′) ∈−→ est noté s
a−→ s′ :

� soit (m, θ, vp)
tf−→ (m′, θ′, v′p) pour tf ∈ T si :

1. tf ∈ en(m), θf = 0 et vp = v′p
2. m′ = (m \ Pre(tf )) ∪ Post(tf )

3. ∀tk ∈ T, θ′k ∈ Is(tk) si tk ∈ newen(m, tf ), θ′k = θk si tk ∈ pers(m, tf ), et θ′k = ⊥
sinon

� ou (m, θ, vp)
d−→ (m, θ′, v′p) si : d ∈ R≥0\{0}, ∀tk ̸∈ en(m), θ′k = ⊥, et ∀tk ∈ en(m), θk−d ≥

0, θ′k = θk − d et vp = v′p.

Remarque 3. Si nous n'avions pas considéré qu'une unique transition tinit était sensibilisée
avec un intervalle de temps réduit à [0, 0], on aurait eu en général une in�nité de fonctions
θ0 correspondant à tous les choix possibles des dates de tirs dans les intervalles statiques des
transitions sensibilisées. Ce n'est pas un problème, mais un petit inconvénient pour la con-
struction du jeu à deux joueurs qui va suivre. Nous aurions eu besoin d'un premier demi tour
pour atteindre un état correct avant même de commencer. Une in�nité de valuations pour les
paramètres ne pose pas ce souci car il est seulement nécessaire qu'elle soit identique à tous les
états qui se succèdent et ne prend pas part aux tours du jeu comme nous le verront par la suite.
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Une exécution dans la sémantique d'un PTPN est une séquence possiblement in�nie
s0a0s1a1s2a2 · · · telle que pour tout i, si

ai−→ si+1. On désigne par seq(ρ) la sous-séquence
de ρ contenant exactement les transitions a0a1a2 · · · .

Dans cette sémantique le choix de date de tir intervient directement quand la transition est
nouvellement sensibilisée, tandis que ce choix est reporté au moment du tir de la transition dans
la sémantique classique de [6]. Cette approche est déjà présente dans [14] mais avec des choix
probabilistes au lieu de choix non déterministes. Nous avons choisi cette sémantique car elle
nous permet de relier plus précisément les états du réseau et les classes d'états comme dé�nies
dans la prochaine section. Une relation aussi étroite n'a jamais été obtenue avec la sémantique
par intervalle de [6], ce qui a conduit à des ra�nements supplémentaires des classes.

2.3 Classes d'états paramétrées

Le nombre d'états d'un TPN est in�ni en général, en raison de la densité des intervalles statiques.
Il existe plusieurs représentations �nies abstrayant l'espace d'états d'un TPN par diverses méth-
odes et l'une d'elles est le graphe de classes d'états (SCG). Un de ses avantages est d'être �ni
tant que le TPN est borné, c'est-à-dire que le nombre de jetons dans chaque place est borné
(par 1 dans le cas d'un réseau sauf). La construction classique s'étend au cas paramétré.

Dé�nition 4 (Classe d'états paramétrée). Soit σ = t1...tn une séquence de transitions. La
classe d'états paramétrée Kσ est l'ensemble de tous les états obtenus en tirant σ dans l'ordre,
avec tous les délais possibles avant chaque transition tirée, ainsi que toutes les valuations pos-
sibles pour les paramètres. Clairement, tous les états dans Kσ partagent le même marquage m.
Donc on écrit Kσ = (m,D) où D, appelé le domaine de tir, est l'union de toutes les fonctions
de dates de tir et paramètres possibles pour ces états. Un point dans ce domaine est (θ, vp) avec
vp une valuation des paramètres dans Pa et θ les dates de tirs des transitions sensibilisées.

Le domaine de tir D est un ensemble de valuations des transitions et paramètres. Avec
un ordre arbitraire sur les transitions et paramètres, et en ignorant les valeurs ⊥, une telle
valuation peut être vue comme un point dans R|en(m)|+|Pa|

≥0 . Nous considérerons donc de tels

ensembles de valuations comme des sous-ensembles de R|en(m)|+|Pa|
≥0 . Et comme nous le verrons,

dans cet espace les domaines de tir sont en fait un type particulier de polyèdres convexes.
Une conséquence directe de la Dé�nition 4 est une correspondance entre les états du PTPN

atteignables par le tir d'une séquence de transitions σ et les états dans la classe Kσ.

Remarque 4. Avec la sémantique classique de [6], la partie temps des états assigne des in-
tervalles aux transitions sensibilisées et un intervalle arbitraire pris dans D ne correspond pas
nécessairement à un état atteignable. Un état peut contenir un intervalle chevauchant deux
intervalles adjacents regroupés dans une classe, mais qui n'est pas accessible.

Nous pouvons maintenant naturellement étendre les notions de sensibilisées, persistantes,
et nouvellement sensibilisées des transitions aux classes d'états : en((m,D)) = en(m),
newen((m,D), t) = newen(m, t), et pers((m,D), t) = pers(m, t).

L'algorithme classique de calcul du graphe de classes d'états de [6] permet de calculer K ′ =
(m′, D′) depuis K = (m,D) par le tir de la transition tirable tf . Dans cette construction, D′

n'est pas vide si et seulement si il existe θ dans D tel que pour tout i ∈ en(m), θi ≥ θf . Dans
ce cas, on dit que tf est tirable depuis (m,D).

Remarque 5. L'intégration des paramètres dans le domaine de tir permet de réduire automa-
tiquement le domaine des paramètres aux évaluations qui rendent la classe atteignable, bien
qu'ils ne participent pas à la construction des classes de successeurs.
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La classe d'états associée avec la séquence vide ϵ contient l'ensemble des états initiaux :
Kϵ = (m0, ({θ0},Q|Pa|

≥0 )). Il est bien connu que ces classes d'états peuvent être représentées
et calculées à l'aide d'un type particulier de polyèdres convexes encodés dans la structure
de données e�cace appelée matrice de di�érence bornée (DBM) [6, 10], mais cela ne s'étend
malheureusement pas au cas paramétré.

Dé�nition 5. En partant de Kϵ, on peut construire un arbre in�ni dirigé (étiqueté par les
transitions) en calculant inductivement les successeurs par les transitions tirables. Le graphe
de classes d'états paramétrées (PSCG) G est le graphe obtenu en quotientant cet arbre avec une
relation d'égalité sur les classes d'états (même marquage, domaine de tir et de paramètres).

2.4 Jeu à deux joueurs sur le graphe de classes d'états

Comme nous nous intéressons à la synthèse de contrôleur, à partir de maintenant, l'ensemble
des transitions est partitionné en deux ensembles Tc et Tu qui contiennent respectivement les
transitions contrôlables et incontrôlables. Les transitions contrôlables sont contrôlées par un
contrôleur, en ce sens qu'il peut choisir leurs dates de tir, et l'ordre de déclenchement, mais des
transitions incontrôlables peuvent être tirées entre elles.

On dé�nit newenu(m, t) = Tu ∩ newen(m, t), newenc(m, t) = Tc ∩ newen(m, t), enu(m) =
Tu ∩ en(m) et enc(m) = Tc ∩ en(m). Ces notations sont étendues aux classes d'états.

On dé�nit maintenant un jeu sur le PTPN N qui simule le comportement des transitions
contrôlables et incontrôlables a�n de décider si un ensemble d'états est toujours atteignable
en choisissant les bons paramètres et dates de tir contrôlables ou pas. Et si c'est le cas, une
stratégie sera construite pour le contrôleur.

Avant le début du jeu, le contrôleur va choisir une valuation pour les paramètres. Et à partir
de ce moment, le jeu se déroulera sur un TPN sans paramètres.

Un tour de jeu se déroule en trois étapes : i) le contrôleur choisit une transition tirable
tc ∈ Tc qu'il veut tirer en premier ; ii) l'environnement choisit soit de tirer une transition
tirable tu ∈ Tu, soit de laisser le contrôleur tirer tc ; iii) les deux choisissent indépendamment
les dates de tir de leurs transitions nouvellement sensibilisées.

Dé�nition 6. Soit N = (P, T, F, Is), un PTPN avec T = Tc∪Tu et Tc∩Tu = ∅ et (S, s0,Σ,→),
sa sémantique. Une arène est un tuple A = (S,→, P l, (Movti)i∈Pl, (Movfi)i∈Pl,Trans) avec :

� Pl = (Plu, P lc) les deux joueurs du jeu : l'environnement (Plu) et le contrôleur (Plc).
Le contrôleur joue sur des transitions contrôlables, tandis que l'environnement joue sur
des transitions incontrôlables.

� Movtu : S × Tc → 2T et Movtc : S → 2T déterminent les choix de transitions :

Movtc(m, θ) = {ti | ti ∈ enc(m) ∧ θi = min
tk∈en(m)

θk}

Movtu((m, θ), tc) = {ti | ti ∈ enu(m) ∧ θi = min
tk∈en(m)

θk} ∪ {tc}

� Movfu : S × T → 2R
Tu
≥0 et Movfc : S × T → 2R

Tc
≥0 déterminent les choix de dates de tirs :

Movfc((m, θ), ti) =

θc ∈ RTc

≥0

∣∣∣∣∣∣∣
θck ∈ Is(tk) si tk ∈ newen(m, ti)

θck = θk − θi si tk ∈ pers(m, ti)

θck = ⊥ sinon


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On obtient Movfu((m, θ), ti) en changeant toutes les occurrences de θc par θu et RTc

≥0 par

RTu

≥0 dans la précédente dé�nition.

� en�n, Trans : S × T × T × RTc

≥0 × RTu

≥0 → S combine tous ces choix des joueurs et donne
l'état qui en résulte :

Trans(s, tc, tu, θ
c, θu) = ((m \ Pre(tu)) ∪ Post(tu), θ

c ∪ θu)

si tc ∈ Movtc(s), tu ∈ Movtu(s, tc), θ(tc) = θ(tu) = mink(θ(tk)), tu ∈ Tu ∨ tu = tc,
θc ∈ Movfc(s, tu) et θ

u ∈ Movfu(s, tu).

L'union θu∪θc est disjointe et dans RT
≥0 car R

Tu

≥0 et R
Tc

≥0 sont disjoints et R
Tu

≥0∪R
Tc

≥0 ⊆ RT
≥0.

Un jeu d'atteignabilité R = (A,Goal) est composé d'une arène et d'un ensemble Goal ⊆ S
d'états cibles. L'objectif de Plc, le contrôleur, est d'atteindre un état de Goal et l'objectif de
Plu, l'environnement, est d'éviter ces états.

Dé�nition 7. Une exécution dans une arène est un mot �ni ou in�ni s0s1...sn sur l'alphabet
S tel que

s0
t1−→ s1

t2−→ s2....
tn−→ sn

avec ∀i,∃θui , θci , tci, tui.Trans(si, tci, tui, θci , θui ) = si+1 et tci ∈ Movtc(si), tui ∈ Movtu(si, tci),
θui ∈ Movfu(si, tui) et θ

c
i ∈ Movfc(si, tui).

Dé�nition 8. Une stratégie pour l'environnement Plu (resp. le contrôleur Plc) est une fonc-
tion σu : S × Tc → T × RTu

≥0 (resp. σc : S → Tc × RTc

≥0).
1

Dé�nition 9. Une exécution s0s1... est conforme à une stratégie σc (resp. σu) si à chaque
position i (sauf la dernière dans le cas d'une exécution �nie) : ∃tci, tui, θci , θui t. q. σc(si) =
(tci, θ

c
i ) (resp. σu(si, tci) = (tui, θ

u
i )) et Trans(si, tci, tui, θ

c
i , θ

u
i ) = si+1.

Dé�nition 10. Une exécution maximale est une exécution qui est soit in�nie, soit �nie et telle
que de son dernier état, aucun marquage n'est accessible.

Dé�nition 11. Une exécution maximale est gagnante pour le contrôleur s'il existe une position
n telle que sn ∈ Goal. Sinon, l'exécution est gagnante pour l'environnement.

Une stratégie est gagnante pour un joueur si et seulement si toutes les exécutions conformes
à cette stratégie sont gagnantes pour ce joueur.

Remarque 6. Ce jeu est un jeu concurrent déterminé à deux joueurs et on aura toujours un
unique gagnant entre Plc et Plu.

3 Calculer les états gagnants

La construction d'une stratégie pour le contrôleur est basée sur le PSCG G. Pour construire
une telle stratégie gagnante, on va utiliser un procédé en arrière pour calculer récursivement les
prédécesseurs contrôlables des états cibles, et ceci jusqu'à atteindre un point �xe.

Un PTPN N et son graphe de classes d'états G sont présentés en �gures 1a et 1b. On utilise
des carrés noirs pour représenter les transitions contrôlables et des blancs pour les transitions

1Habituellement, les stratégies sont dé�nies avec la trace entière en mémoire, mais nous verrons en sous-

section 3.3 que par construction seule une stratégie sans mémoire est nécessaire.
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incontrôlables. Dans G, des �èches en pointillés sont utilisées pour les transitions incontrôlables.
Les états ciblés sont ceux avec un jeton dans la place p5. Pour atteindre un tel état depuis les
états de Kt0a, on doit tirer la transition c avant b. C'est la condition que l'on va chercher à
propager durant le procédé en arrière sur cet exemple.

p0

p1

p2

p3

p4

:
)p5

t0 [0, 0]

a [x, y]

b [3, 4]

c [z, 6]

(1a) Réseau de Petri temporel
paramétré N

{p0}
0 ≤ t0 ≤ 0

Kε

{p1, p4}
x ≤ a ≤ y
z ≤ c ≤ 6

Kt0

{p2, p4}
3 ≤ b ≤ 4

z − y ≤ c ≤ 6− x

Kt0a

{p3}
6− x ≥ 3

Kt0ab
{p5}

z − y ≤ 4
Kt0ac

t0

a

b c

(1b) Graphe de classes d'états paramétrées G

3.1 Ensembles de prédécesseurs et opérateurs sur les valuations

Dé�nition 12. Soit C
tf−→ C ′ une transition dans G et B un sous-ensemble d'une classe C ′.

On dé�nit l'ensemble des prédécesseurs Pred
C

tf−→C′
(B) de B ⊆ C ′ dans C par la transition

tf : Pred
C

tf−→C′
(B) = {s ∈ C | ∃s′.s tf−→ s′ ∈ B}.

Nous dé�nissons deux ensembles cPred
C

tf−→C′
(B) et uPred

C
tf−→C′

(B) pour les prédécesseurs

contrôlables et incontrôlables d'un sous-ensemble B de C ′ dans une classe C et par le tir de la
transition tf . cPred

C
tf−→C′

(B) correspond aux états à partir desquels le contrôleur peut forcer

à atteindre B et uPred
C

tf−→C′
(B) à ceux depuis lesquels le contrôleur ne peut pas éviter B.

Dé�nition 13. On suppose sans perte de généralité que {t1, ..., tn} = newenc(C, tf ) et
{tn+1, ..., tn+k} = newenu(C, tf ). On dé�nit :

cPred
C

tf−→C′
(B) =


(m, θ, vp) ∈ C

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∀ti ∈ newenc(C, tf ),∃θ′i ∈ Is(ti) t. q. (1)

∀tn+j ∈ newenu(C, tf ),∀θ′n+j ∈ Is(tn+j), (2)

s
tf−→ s′ = (m′, θ′, vp) ∈ B

où ∀i ∈ J1, n+ kK, θ′(ti) = θ′i

et ∀i ∈ J1, lK, θ′(tn+k+i) = θ(tn+k+i)− θ(tf )


La dé�nition de uPred

C
tf−→C′

(B) est obtenue en remplaçant les lignes (1) et (2) par : ∀ti ∈
newenc(C, tf ),∀θ′i ∈ Is(ti) t. q. ∀tn+j ∈ newenu(C, tf ),∃θ′n+j ∈ Is(tn+j)
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A�n de calculer symboliquement ces ensembles d'états, nous aurons besoin de quelques
opérateurs sur les ensembles de valuations. Dans la suite, D et D′ sont des ensembles de
valuations et nous désignons les valuations par les séquences de leurs valeurs non ⊥.

On dé�nit d'abord la classique projection existentielle :

Dé�nition 14. Quel que soit l'ensemble de valuations D t. q. ∀θ ∈ D, tr(θ) = {t1, . . . , tn+k},

π∃
{t1,...,tn}(D) = {(θ1...θn, vp) | ∃θn+1, ..., θn+k, (θ1...θn+k, vp) ∈ D}

Nous dé�nissons aussi une projection universelle moins usuelle de D′ à l'intérieur de D :

Dé�nition 15. Quels que soient deux ensembles de valuations D et D′ tels que D′ ⊆ D et
∀θ ∈ D, tr(θ) = {t1, . . . , tn+k},

π∀
{t1,...,tn}(D,D′) =

(θ1...θn, vp)

∣∣∣∣∣∣∣
∃θn+1, ..., θn+k, (θ1...θn+k, vp) ∈ D

∧ ∀θn+1, ..., θn+k, (θ1...θn+k, vp) ∈ D

=⇒ (θ1...θn+k, vp) ∈ D′


Nous avons aussi besoin d'une opération d'extension :

Dé�nition 16. Pour tout ensemble de valuations D t. q. ∀θ ∈ D, tr(θ) = {t1, . . . , tn},

π−1
{t1,...,tn+k}(D) = {(θ1...θn+k, vp) | (θ1...θn, vp) ∈ D et ∀i, θn+i ≥ 0}

En�n, nous dé�nissons un opérateur de retour dans le temps :

Dé�nition 17. Pour tout ensemble de valuations D t. q. ∀θ ∈ D, tr(θ) = {t1, . . . , tn} et pour
tf ̸= ti pour tout i ∈ J1, nK,

D + tf = {(θ′1 . . . θ′nθ′f , vp) | (θ1 . . . θn, vp) ∈ D, θ′f ≥ 0 et ∀i, θ′i = θi + θ′f}

Remarque 7. La projection universelle est paramétrée par deux ensembles de valuations con-
trairement à la projection existentielle, car nous voulons uniquement des états qui, après ex-
tension, sont corrects du point de vue de la sémantique du TPN . Et puisque dans notre con-
struction, nous utiliserons cette projection avec des transitions nouvellement sensibilisées, nous
pouvons aisément justi�er ce choix, car choisir ces dates de tir en dehors de leur intervalle
statique n'est pas pertinent. Il est donc naturel de restreindre les projections à des valuations
qui peuvent être étendues en des états corrects atteignables, à savoir des états qui font partie
d'une classe du PSCG. Notez que l'opération d'extension nous donne ce type de valuations non
pertinentes, de sorte qu'il faut les intersecter avec le domaine d'une classe d'états du graphe au
préalable.

La projection universelle est exprimable en utilisant uniquement des compléments d'ensembles
et des projections existentielles : ∀τ ⊆ T, π∀

τ (D,D′) = π∃
τ (D) ∩ π∃

τ (D
′ ∩D).

Exemple 1. Une illustration graphique de l'intuition derrière la projection universelle est don-
née en �gure 2 en deux dimensions. On suppose pour des questions graphiques que z− y = 1 et
on prend D′ une partie du domaine de la classe d'états Kσ pour le tir de la séquence σ = t0.a,
qui permet de mettre un jeton en p5. Les autres choix de paramètres causeront un décalage de
l'arête gauche du rectangle sur l'axe horizontal.

L'importance de la sélection des paramètres lors de la synthèse de contrôleur est illustrée en
�gure 3 où la projection π∀

{c}(Kt0a, D
′) donne 1 ≤ c < 3 en �gure 3a mais un ensemble vide

pour les deux autres choix de paramètres en �gures 3b et 3c.
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(a) D′ coloré dans le rectangle Kt0a
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(c) π∃
{c}(Kt0a ∩D′)
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(d) π∃
{c}(Kt0a) ∩ π∃

{c}(Kt0a ∩D′) =

π∀
{c}(Kt0a, D

′)

Figure 2: Exemple de projection universelle avec z − y = 1
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(a) z − y = 1
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(b) z − y = 3
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(c) z − y = 4

Figure 3: L'in�uence de di�érents choix de paramètres sur la projection universelle

3.2 Calcul symbolique des prédécesseurs

Nous avons maintenant toutes les opérations sur les ensembles de valuations nécessaires pour
calculer symboliquement les prédécesseurs d'un sous-ensemble d'une classe. Dans ce qui suit,
on supposera toujours que B ⊆ C ′ et en particulier, on aura en(C ′) = en(B).

Les opérateurs de projection sont les éléments de base pour les opérateurs prédécesseurs.

Proposition 1 (Calcul de cPred() et uPred()). Soit C = (m,D), C ′ = (m′, D′) et B =
(m′, D′′) ⊆ C ′. Notons cPred

C
tf−→C′

(B) = (m,Dc
p) et uPred

C
tf−→C′

(B) = (m,Du
p ).

Dc
p = D ∩ π−1

en(C)

(
π∃
pers(C,tf )

(
π∀
newenc(C,tf )
∪pers(C,tf )

(D′, D′′)
)
+ tf

)
10
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Du
p = D ∩ π−1

en(C)

(
π∀
pers(C,tf )

(
π∃
newenu(C,tf )
∪pers(C,tf )

(D′), π∃
newenu(C,tf )
∪pers(C,tf )

(D′′)
)
+ tf

)
Les formules données pour cPred() et uPred() peuvent être implémentées avec des opérations

sur les polyèdres convexes. En e�et, projection existentielle et intersection sont des opérations
classiques. La projection universelle nécessite un complément qui produit une union �nie de
polyèdres convexes. L'opération d'extension consiste juste à redimensionner le polyèdre et
initialiser les nouvelles variables de façon non contrainte. Toutes ces opérations s'étendent
directement aux unions �nies de polyèdres convexes.

3.3 États gagnants

L'objectif de cette partie est de dé�nir l'ensemble Win des états gagnants pour le contrôleur.
Nous dé�nirons d'abord inductivement Winn pour des stratégies en moins de n étapes et nous
montrerons ensuite qu'il admet un point �xe qui correspond à l'ensemble des états gagnants.

Dé�nition 18. Nous dé�nissons d'abord les ensembles d'états suivants, dont nous aurons be-
soin pour construire Wink+1 à partir de Wink :

uGoodk(C) =
⋃

(C
tf−→C′)∈G,

tf∈enu(C)

(
cPred

C
tf−→C′

(Wink ∩ C ′)
)

uBadk(C) =
⋃

(C
tf−→C′)∈G,

tf∈enu(C)

(
uPred

C
tf−→C′

(Wink ∩ C ′)
)

On dé�nit de même cGoodk(C) et cBadk(C) en remplaçant tf ∈ enu(C) par tf ∈ enc(C).

Intuitivement, un état est dans cGoodk(C) s'il existe une transition contrôlable pouvant être
tirée et, en arrivant dans C ′, on peut choisir des dates de tirs pour les transitions contrôlables
nouvellement sensibilisées de sorte que, quoi que choisisse l'environnement comme dates de tirs
pour ses transitions incontrôlables, on arrive dans Wink. L'ensemble uGoodk(C) est le même,
sauf que la transition tirée est incontrôlable. À l'inverse, un état est dans uBadk(C) s'il existe
une transition incontrôlable qui peut être tirée et pour laquelle, en arrivant dans C ′, quel que
soit le choix de dates de tirs des transitions contrôlables, nous ne pouvons pas assurer d'atteindre
Wink. L'ensemble cBadk(C) est identique, sauf que la transition tirée est contrôlable.

À partir de ces ensembles, on dé�nit inductivement l'ensemble Winn correspondant exacte-
ment aux états depuis lesquels le contrôleur a une stratégie gagnante en au plus n étapes :

Win0 = Goal et Wink+1 = Wink ∪
⋃
C∈G

([(
uGoodk(C) \ cBadk(C)

)
∪ cGoodk(C)

]
\ uBadk(C)

)
Lemme 1. Pour tout état s de N , s ∈ Winn si et seulement si depuis s le contrôleur a une
stratégie pour atteindre Goal en au plus n étapes.

La preuve est omise pour des raisons d'espace mais le cas non paramétré est dans [17].
Nous obtenons l'ensemble des états gagnants pour le contrôleur : Win = Winn pour le plus

petit n tel que l'on a atteint un point �xe dans la construction deWinn (c.-à-d. Winn = Winn+1).
Ce point �xe existe toujours quand le graphe G est �ni, c.-à-d. si N est borné. Le contrôleur
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a une stratégie gagnante si et seulement si un des états initiaux est dans Win. Une stratégie
consiste à choisir une des valuations de paramètres gagnantes, et ensuite d'opter pour des tirs
et dates de tirs permettant de rester dans Win. Ainsi, si l'état courant s est dans Wini+1 pour
i ≥ 0, le contrôleur choisira un successeur de s qui est dansWini\Wini+1, a�n d'éviter les boucles
in�nies. Tant que s ̸∈ Goal, ceci est toujours possible par construction de Win. Pour rendre ce
choix déterministe, on supposera que les états sont ordonnées, p. ex. par ordre lexicographique,
et que le contrôleur choisit le plus petit d'abord. Les successeurs par une transition contrôlable
tc auront la priorité, car le contrôleur doit proposer une transition en début de tour. Ensuite,
la nouvelle partie de valuation θc sera choisie selon la transition tu choisie par l'environnement.
L'état courant est la seule information utilisée pour faire ce choix. Aucune information sur les
tours précédents n'est nécessaire, la stratégie ne fait pas appel à l'utilisation de mémoire.

4 Étude de cas

Par souci de lisibilité, nous omettons la transition d'initialisation immédiate et plaçons le réseau
directement dans le marquage initial.

Nous considérons le modèle de la Figure 4 de deux lignes de production commençant respec-
tivement en p1 et p4, associées à une cellule de tri et d'assemblage. Les deux lignes commencent
par amener les produits en p2 + p3 et en p5, respectivement avec les transitions t1 et t6. Les
produits de p5 sont soit déchargés par la transition t7, soit assemblés avec les produits de p2 ou
p3. Les produits de p5 assemblés avec les produits de p3 sont déchargés par la transition t4. Les
produits de p3 qui ne sont pas assemblés avec p5 sont fournis par la transition t3 à une autre
ligne W3. Les produits de p5 assemblés avec les produits de p2 sont fournis par la transition t5
à une autre ligne W2. Les produits de p2 qui ne sont pas assemblés avec p5 sont fournis à une
autre ligne W1 par la transition t2. La transition t1 est la seule transition contrôlable.

Nous souhaitons synthétiser un contrôleur qui garantira aux produits d'atteindre les places
W1, W2 ou W3, selon le cas considéré à l'aide de l'implémentation dans l'outil Roméo [18].

p1

p2

W1

p3

p4

p5

W2

W3

t1, [0,∞)

t2, [5, 10]

t3, [2, 2]

t4, [0, 0]

t5, [1, 1]

t6, [a, b]

t7, [2, 2]

4.a Le modèle réseau de Petri

p4p1

pw

t6, [6, 18]
t1 [0,∞)

tw

[0, 0]

4.b Réinitialisation de la date de tir de t1
quand t6 est tirée

Figure 4: Lignes de productions

Synthèse de la stratégie sans paramètre Nous �xons d'abord la valeur des paramètres
temporels de la transition t6 à 12 : a = b = 12.

On cherche un contrôleur pour atteindre l'un des états objectifs W1, W2 et W3. On obtient
trois stratégies gagnantes, qui consistent à initialiser la date de tir de t1 dans l'état initial.
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Les résultats sont les suivants : i) Si l'objectif est W1, initialiser t1 tel que : θ1 ∈ [0, 3) ou
θ1 ∈ (10,+∞) ; ii) Si l'objectif est W2, initialiser t1 tel que : θ1 ∈ (0, 3) ; iii) Si l'objectif est
W3, initialiser t1 tel que : θ1 ∈ (10, 12) ou θ1 ∈ (12, 14).

Synthèse des paramètres et de la stratégie Nous cherchons maintenant à synthétiser les
contraintes sur les paramètres a et b pour obtenir une stratégie gagnante pour l'objectif W3.

Nous obtenons alors b− a < 4 et a ≤ b et la stratégie gagnante est � Initialiser t1 tel que :
0 ≤ a ≤ b ≤ θ1 ≤ a+ 2 ou θ1 < a+ 2 et θ1 ∈ (b− 2, b] �.

Implémentation de la stratégie Si nous �xons les paramètres a et b respectivement à 6
et 18, il n'existe pas de stratégie pour atteindre W3 avec notre méthode et sémantique, car le
choix de la date de t1 doit être réévalué en fonction de ce que l'environnement fait. En e�et,
nous recherchons des contrôleurs qui peuvent être mis en ÷uvre avec des méthodes classiques
de temps réel : des interruptions déclenchées par des timers. Nous devons donc spéci�er
explicitement quelle action de l'environnement doit amener le contrôleur à réévaluer la date de
t1. Cela peut se faire facilement avec un gadget qui permet de désactiver puis de réactiver une
transition contrôlable donnée (ici t1) lorsqu'une transition donnée de l'environnement (ici t6)
est tirée, comme le montre la Figure 4.b.

Nous obtenons alors une stratégie gagnante pour atteindre W3 comme suit :
� Dans l'état initial, initialiser t1 tel que : t1 ∈ (16,+∞).
Après le tir de t6 (et donc de tw), initialiser t1 tel que : t1 ∈ [0, 2). �

5 Conclusion

Nous avons dé�ni un nouveau type de jeu temporisé d'accessibilité à deux joueurs sur le graphe
de classes d'états de réseaux de Petri temporels paramétrés. Cela permet de synthétiser un
contrôleur qui choisit, dès qu'une nouvelle transition est sensibilisée, la date à laquelle cette
transition sera tirée. L'intérêt de ce type de contrôleur est qu'il peut être implémenté dans un
contexte temps réel avec des interruptions déclenchées par des timers dont les durées sont �xées
dès que les actions associées sont plani�ées.

Dans nos travaux futurs, nous étudierons comment cette sémantique s'adapte au problème
de l'observation partielle. Nous nous e�orcerons également de calculer e�cacement le PSCG.
De plus, nous prévoyons d'étudier le problème de la synthèse des contrôleurs pour la sûreté et
les propriétés ω-régulières.
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